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FUNZIONI DI DUE O PIÙ VARIABILI
Elementi di topologia
Intorno. Punti interni, di accumulazione, di frontiera e di punti isolati. Derivato e frontiera di un 
insieme. Insiemi aperti, chiusi. Chiusura di un insieme. Insiemi connessi e limitati.
Funzione di due variabili: limiti e continuità
Dominio, grafico e linee di livello di funzioni di due variabili. Limite di funzione di due variabili: 
definizione. Continuità di funzione in due variabili. Teorema di Weierstrass e teorema di esistenza 
dei valori intermedi. Metodo per dimostrare la non esistenza dei limiti usando il teorema di unicità 
del  limite.  Metodi  per  dimostrare  l’esistenza  del  limite:  in  particolare  mediante  l’uso  della 
sostituzione, dei limiti notevoli, del teorema del confronto o dei carabinieri, delle coordinate polari.
Funzione di due variabili: calcolo differenziale
Definizione  e  calcolo  delle  derivate  parziali  di  una  funzione  di  due  variabili.  Definizione  di 
funzione  derivabile  e  di  gradiente.  Derivabilità  non implica  la  continuità.  Definizione  di  piano 
tangente al grafico di una funzione di due variabili. Definizione di differenziabilità di una funzione 
in un punto e sue caratterizzazioni. Differenziabilità implica la derivabilità e la continuità. Teorema 
del differenziale (C^1 implica la differenziabilità). Derivate direzionali: definizione. Teorema per il 
calcolo  delle  derivate  direzionali  di  funzioni  differenziabili.  Derivabilità  di  funzioni  composte 
(F(t)=f(x(t),y(t))).  Derivate  del  second'ordine  di  funzioni  in  due  variabili.  Matrice  Hessiana. 
Definizione di Hessiano. Formula di Taylor del secondo ordine con resto in forma di Lagrange (con 
dimostrazione) e di Peano. Polinomio di Taylor di second'ordine.
Funzione di due variabili: ricerca degli estremanti relativi
Definizione di punto di massimo e di minimo relativo. Definizione di punto critico. Condizione 
necessaria del primo ordine per gli estremanti relativi (con dimostrazione). Condizione necessaria 
del secondo ordine per gli estremanti relativi.  Condizione sufficiente del secondo ordine per gli 
estremanti relativi. Condizione sufficiente del secondo ordine per i punti di sella.
Funzione di due variabili: ricerca dei massimi e minimi vincolati
Massimi  e  minimi  assoluti.  Individuazione  dei  punti  di  minimo  e  di  massimo  relativi  di  una 
funzione ristretta a una curva, mediante una sua parametrizzazione. Ricerca dei punti di massimo e 
di  minimo  assoluti  di  una  funzione  continua  definita  su  un  insieme  chiuso  e  limitato  e 
determinazione della sua immagine. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Funzioni di più variabili reali e a valori in R^m
Estensione del concetto di limite e di derivate parziali a funzioni di più variabili reali e a valori in 
R^m. Matrice Jacobiana.
Superfici in R^3
Equazioni  cartesiane  di  superfici  in  R^3:  sfera,  ellissoidi,  iperboloidi  a  una  e  a  due  falde, 
paraboloide ellittico, paraboloide iperbolico, superfici coniche e superfici cilindriche.
EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE
Equazioni differenziali ordinarie del primo ordine
Definizione di soluzione e di soluzione stazionaria. Teorema di esistenza e unicità locale di Cauchy. 
Equazioni  differenziali  lineari  del  primo ordine  e  sue soluzioni  (con dimostrazione).  Equazioni 
differenziali a variabili separabili, omogenee e di Bernoulli.
CURVE E INTEGRALI CURVILINEI
Curve parametriche piane
Curve parametriche piane: definizione. Sostegno. Curve semplici, chiuse, regolari. Curve aventi per 
sostegno  il  grafico  di  una  funzione  unidimensionale.  Equazione  polare  di  una  curva.  Vettore 
tangente a una curva.  Lunghezza di una curva.  Curve equivalenti  e cambi di  parametro.  Curve 
orientate.  Data  una curva parametrica,  metodo per  determinare  la  parametrizzazione  che cambi 
orientazione.
Integrali curvilinei
Integrale curvilineo (di prima specie) di una funzione. Definizione e proprietà. Baricentro di una 
curva.
Forme differenziali lineari (due variabili)
Forme differenziali  lineari  (due variabili):  definizione.  Corrispondenza tra  forme differenziali  e 
campi  vettoriali.  Integrale  di  una  forma  differenziale  su  una  curva  orientata  e  sue  proprietà. 
Differenziale  di  una  funzione  di  due  variabili  a  valori  reali:  definizione.  Primitive  di  forme 
differenziali  e  forme  differenziali  esatte.  Potenziali  di  campi  vettoriali  e  campi  vettoriali 
conservativi. Lavoro di un campo lungo una curva. Teorema di integrazione delle forme esatte (con 
dimostrazione).  Teorema di caratterizzazione delle  forme esatte.  Due metodi  per determinare la 
primitiva di una forma esatta. Forme differenziali chiuse. Insieme semplicemente connesso. Legame 
tra  forme  differenziali  chiuse  ed  esatte,  tra  cui  il  teorema  (con  dimostrazione):  una  forma 
differenziale esatta e C^1 e' chiusa.
Forme differenziali lineari (tre variabili) 
Definizione  di  forma  differenziale.  Corrispondenza  tra  forme  differenziali  e  campi  vettoriali. 
Differenziale  di  una  funzione  di  tre  variabili  a  valori  reali:  definizione.  Primitive  di  forme 
differenziali  e  forme  differenziali  esatte.  Potenziali  di  campi  vettoriali  e  campi  vettoriali 
conservativi.  Rotore di un campo vettoriale e campi vettoriali irrotazionali.   Forme differenziali 
chiuse e campi irrotazionali. Legame tra forme differenziali chiuse ed esatte. 
INTEGRALI MULTIPLI
Integrali doppi
Definizione di dominio del piano normale rispetto a un asse e sua misura. Partizione di un dominio 
normale.  Somma integrale  inferiore  e  superiore  per  funzioni  continue  su  un  dominio  normale. 
Integrabilità delle funzioni continue. Proprietà dell'integrale doppio di una funzione continua su un 
dominio  normale  e  suo  significato  geometrico.  Formula  di  riduzione  per  gli  integrali  doppi. 
Baricentro di un dominio normale. Primo Teorema di Guldino e sue applicazioni a casi particolari. 
Definizione di dominio normale regolare e di dominio regolare. Definizione di versore normale. 
Formule di Gauss-Green. Applicazioni delle formule di Gauss-Green: formula di Stokes nel piano, 
calcolo delle aree di domini regolari (con dimostrazione) e di domini racchiusi da curve definite da 
un'equazione polare.
Cambiamento di variabili negli integrali doppi: il caso di trasformazioni lineari, coordinate polari. 
Integrali tripli
Definizione di domini di R^3 normali rispetto a un piano e loro misura.  Integrabilità delle funzioni 
continue. Formule di riduzione (integrazione per fili e per strati). Cambiamento di variabile negli 
integrali tripli. Coordinate sferiche. Coordinate cilindriche.
Integrali di superficie
Definizione di superficie regolare parametrizzata. Superfici aventi per sostegno il grafico di una 
funzione di due variabili. Piano tangente al sostegno di una superficie e vettore normale al piano 
tangente. Definizione di area di una superficie.
Integrali di superficie: definizione. Secondo Teorema di Guldino. Flusso di un campo vettoriale 
attraverso una superficie. Teorema della divergenza. Teorema di Stokes.
(Grazie agli studenti del corso che comunicheranno eventuali omissioni o errori)
